                                                   APPUNTI DI SISTEMI : diagrammi di BODE       
       Sintesi   prof.C.Utizi -A. Messina
RISPOSTA IN FREQUENZA 
Per risposta in frequenza si intende: la risposta di un sistema al variare della frequenza f o pulsazione ω quando in ingresso è applicato un segnale sinusoidale.
Il teorema della risposta in frequenza dice che: “L'uscita di un sistema lineare ad un ingresso sinusoidale è una sinusoide con la stessa frequenza, con ampiezza uguale al prodotto dell'ampiezza della sinusoide di ingresso per il modulo della f.d.T. del sistema, e con la fase uguale alla somma della fase iniziale più la fase della f.d.T. del sistema.”

Per l’analisi della risposta in frequenza di un sistema, vengono utilizzati due metodi grafici di facile costruzione: 
- i diagrammi cartesiani o di Bode 

- i diagrammi polari o di Nyquist. 

I diagrammi di Bode sono due e precisamente: un diagramma del modulo e un diagramma della fase, mentre il diagramma di Nyquist è unico.
Con i diagrammi di Bode è possibile studiare la risposta in frequenza di un sistema in modo rapido, anche se approssimato. Ad es. possiamo ricavare facilmente in un sistema, sia l’attenuazione e che lo sfasamento tra il segnale d’ingresso e quello d’uscita a certe frequenze.
GENERALITA: DIAGRAMMA DI BODE 
Il diagramma del modulo è la rappresentazione grafica dell’andamento del modulo della f.d.t. (attenuazione o amplificazione) di un sistema al variare della pulsazione ω 
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In tale diagramma sull’asse delle ordinate si riporta il modulo della f.d.t. in decibel 

mentre sull’asse delle ascisse, si riporta la pulsazione ω in rad/sec o la frequenza in Hz

Il diagramma della fase è la rappresentazione grafica dell’andamento dello sfasamento (argomento) della f.d.t. di un sistema al variare della pulsazione ω. 

Sull’asse delle ordinate si riportano gli sfasamenti in gradi della f.d.t. mentre sull’asse delle ascisse, si riporta la pulsazione ω in rad/sec o la frequenza in Hz
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Il diagramma del MODULO è di tipo LOGARITMICO e presenta in ascissa il logaritmo delle pulsazioni e in ordinata il valore del modulo espresso in DECIBEL
Il diagramma della FASE è di tipo SEMILOGARITMICO e presenta in ascissa il logaritmo delle pulsazioni e in ordinata la fase espressa in gradi SESSAGESIMALI    (180 esima parte dell’angolo piatto 1° = /180 rad )
Perché si usa la scala logaritmica?

Si usa perché consente di rappresentare su un foglio frequenze di ordine di grandezza diversa (es. Hz , KHz, MHz ). La scala logaritmica, infatti, contrae la scala lineare e consente di rappresentare le frequenze suddette in spazi limitati.

Come si costruisce? 

Vediamolo con un esempio:

Dobbiamo trasformare una scala lineare di 10cm  in una scala logaritmica
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      Scala lineare                       
Per costruire la scala logaritmica si applica la relazione 





X =  K log t

Dove :

X = valore da inserire sulla scala logaritmica 
K = valore in centimetri della decade ( Se volessimo una decade larga 5 cm allora K sarà uguale a 5)
t  = sono i valori della scala lineare ( 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)

Volendo ridurre la scala lineare da 10cm  a 5 cm. rendendola logaritmica e considerando tale lunghezza una decade si ha:
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5 log 4 = 3,01
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5 log 10 = 5
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Si può notare che la scala lineare di 10 cm è stata ridotta a 5 cm. E’ evidente che i 2 cm lineari saranno disegnati nella scala logaritmica a 1,5 cm., i 3 cm lineari a 2,3 cm ecc… 
Da notare che il punto zero in scala logaritmica è situato a - ∞ , ciò significa che possiamo rappresentare numeri infinitamente piccoli ma non lo zero.

N.B.   Quando l’asse verticale è in scala lineare e l’asse orizzontale in scala logaritmica si parla di grafici in scala semilogaritmica.
TECNICA PER TRACCIARE I DIAGRAMMI DI BODE DI UNA F.D.T. GENERICA

Per tracciare il diagramma del MODULO  
Poiché la retta di partenza può avere o una pendenza o essere parallela all’asse X, per individuare come parte il diagramma devo:
1.   individuare i POLI e gli ZERI nell’origine 

· Se non esistono poli e zeri nell’origine il diagramma di Bode parte con una retta parallela 
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all’asse X che interseca l’asse Y nel punto                             dove K Bode si determina 
ponendo S = 0 nella f.d.t. (in questo caso coinciderà con il guadagno statico della funzione).
· Se lo zero nell’origine ha molteplicità n ( sn  dove n = 1,2,3,ecc.) il diagramma di Bode     
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parte con una  retta con pendenza                      che interseca l’asse Y nel punto                                       
    dove K      Bode si determina ponendo S = 0 nella f.d.t. ed eliminando lo  zero nell’origine
· Se il polo nell’origine ha molteplicità n, il diagramma di Bode parte con una 
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     retta con pendenza                   che interseca l’asse Y nel punto                                     
    dove K Bode  si determina ponendo S = 0 nella f.d.t. ed eliminando il  polo nell’origine
2. calcolare i POLI e gli ZERI della f.d.t.
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3. tracciare il diagramma
Si segnano sull’asse X i poli e gli zeri (pulsazioni critiche) cambiati di segno.
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Si segna sull’asse Y il valore del K di Bode in decibel 

Ad ogni Polo si associa una pendenza di – 20 db/dec        

Ad ogni Zero si associa una pendenza di + 20 db/dec 

Per tracciare il diagramma della FASE

Il diagramma della FASE parte con una retta parallela all’asse X, il cui valore è determinato dalla presenza di poli e zeri.
1. individuare i POLI e gli ZERI nell’origine 
Se non esistono poli o zeri nell’origine parte dal valore 0° 
Se è presente un polo nell’origine con molteplicità n la retta interseca l’asse delle ordinate nel punto n ( -90°)(parte da n *(-90°))
Se è presente uno zero di molteplicità m la retta interseca l’asse delle ordinate nel punto m (+90°) (parte da n*(+90°))
2. POLO in posizione generica
Per ogni polo semplice si individua una decade prima e una decade dopo il polo ed associare alla decade prima una pendenza di - 45° db/dec  mentre la decade dopo associo una pendenza di + 45° db/dec 
[image: image16.wmf]dec

db

n

20

×


Es,
[image: image17.wmf])

1

)(

1

,

0

1

(

100

)

(

s

s

s

s

G

+

+

=

[image: image18.wmf]dec

db

n

20

×

-

[image: image19.wmf]t

1

=

i

P

[image: image20.wmf]t

1

=

i

Z

[image: image21.wmf]KBode

Y

log

20

=


p = 10                                                                                                 
Se il polo ha molteplicità n, alla decade prima  associo una pendenza di n (- 45°) db/dec, mentre la decade dopo associo una pendenza di n (+ 45°) db/dec
3. ZERO in posizione generica
Per ogni zero semplice si individua una decade prima e una decade dopo lo zero ed associare alla decade prima una pendenza di + 45° db/dec  mentre la decade dopo associo una pendenza di - 45° db/dec 
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Se lo zero ha molteplicità m, alla decade prima  associo una pendenza di m (+ 45°) db/dec, mentre la decade dopo associo una pendenza di m (- 45°) db/dec
ESERCIZI DI ESEMPIO
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Data la f.d.t.  

Tracciare il diagramma di Bode del modulo

Soluzione

Si osserva che questa funzione:

· non ha zeri sia nell’origine  che in posizione generica (manca il termine s al numeratore)

· ha un solo polo nell’origine con molteplicità 1 rappresentato dalla prima s del denominatore che posta a zero annulla il denominatore e altri due poli in posizione generica.
1. Si determinano i poli.
P1 = 0        polo nell’origine

P2 = -10    perché posto s = -10 nella prima parentesi si annulla il denominatore

P3 = -1      perché posto s = -1 nella seconda parentesi si annulla il denominatore

2.  Si calcola la costante K di Bode

si determina ponendo S = 0 nella f.d.t. ed eliminando il  polo nell’origine. Si avrà:
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3.  Si calcola il valore dell’ordinata Y punto in cui avverrà l’intersezione con la retta di partenza del  grafico                    


4. Si traccia il diagramma

Si segnano sull’asse X i poli cambiandoli di segno (tutti positivi)

Si segna sull’asse Y il valore del K di Bode in decibel 

N.B. è utile segnare sulla carta sempre una decade prima di quella normalmente segnata. Ossia partire da 0,1

· avendo un polo nell’origine la retta parte con pendenza -20db finché non incontra il punto sull’ordinata Y = 40db (della prima decade 1)

· appena incontra il primo polo la retta si inclina di ulteriori 20db assumendo una inclinazione di -40db (fino ad arrivare -80db nella seconda decade 10)

· la retta si prolunga fino al secondo polo e da quel punto si inclinerà di altri 20db assumendo una inclinazione totale di -60db (fino ad arrivare a -140db nella terza decade 100)

DIAGRAMMA DI BODE DEL MODULO

Si può osservare che alla frequenza 0,01 rad/sec il diagramma di Bode interseca la retta a 0db di riferimento, a tale frequenza il sistema non amplifica e non attenua.

Per frequenze inferiori a 0,01 rad/sec il sistema comincia ad amplificare e per frequenze superiori attenua.

Questo sistema potrebbe essere rappresentato da un filtro attivo che attenua tutte le frequenze al di sotto di 0,1 rad/sec. E amplifica quelle al di sopra di 0,1 rad/sec.

DIAGRAMMA DI BODE DELLA FASE
Cambi di pendenza
Per il polo 1

Per il polo 10

                 - 45            - 45            + 45            + 45













Si nota che la retta, avendo la f.d.t.  un polo nell’origine, parte da – 90°, . inizia parallelamente all’asse delle ascisse fino alla decade prima del polo (0,1) 
Da quel punto (0,1) la retta assume una inclinazione di – 45° fino ad incontrare il primo polo, posto in corrispondenza della decade (1), a 135°.
Ora la retta assume una ulteriore inclinazione di + 45° (prendendo una inclinazione totale di – 90°)fino ad incontrare il secondo polo, posto in corrispondenza della seconda decade (10), a 225°.
Da questo punto la retta assume un’altra inclinazione di + 45° (prendendo una inclinazione totale di – 45°) prolungandosi fino alla terza decade (100) in corrispondenza di 270°.

Si ricorda che i punti di cambio pendenza sono in corrispondenza della decade prima e quella dopo i poli o gli zeri e quelli in corrispondenza del polo o dello zero.

Si possono confrontare i diagrammi disegnati su carta semilogaritmica con quelli ricavati con Matlab con le seguenti istruzioni:
s=tf(‘s’)

g=100/(s*(1+0.1*s)*(1+s))
bode(g)

sono i valori in cm. che ci consentono di disegnare la scala logaritmica. Essi corrispondono ai valori logaritmici, in base 10,della scala lineare.
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Inclinazione -60db
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log 0,001=-3  ;  log0,01=-2log 0,1= -1log =0log 10=1log 100=2 ;log 1000=3   ecc..	
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