DIAGRAMMI DI BODE trinomi 
Prendiamo in esame la seguente f.d.t.:
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Funzioni con zeri o poli complessi coniugati

Supponiamo di trovare al denominatore il seguente polinomio:

D(s) s 2 2ns 2n              (1)
dove ωn è detta pulsazione naturale e ξ è detto smorzamento.

Risolvendo la (1), ovvero ricavandone i poli, si ottiene:
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                                                                                                        (2)
La natura di tali poli dipende dal segno del discriminante (ξ2-1); considerando che lo smorzamento ξ non può assumere valori negativi, si distinguono tre possibili casi:
1. se ξ>1 i poli risultano reali e distinti;

2. se ξ=1 i poli risultano reali e coincidenti;

3. se 0<ξ<1 i poli risultano complessi e coniugati.

In quest’ultimo caso occorrerà portare il polinomio nella forma di Bode:
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                                                                      (3)
Per effettuare l’analisi nel dominio della frequenza è sufficiente sostituire s con jω, ottenendo:
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                                                                                      (4)
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dove risulta perfettamente distinguibile al denominatore la parte reale e quella immaginaria.
Per tracciare il diagramma di Bode asintotico effettuiamo le seguenti ipotesi:
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1. [image: image22.wmf]n
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                      ossia                    Con questa ipotesi i termini
[image: image24.wmf]x

w

2

)

(

K

j

G

=

[image: image25.wmf]2

2

2

2

2

2

4

1

n

n

K

w

w

x

w

w

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-


                            e                            Possono essere considerati trascurabili rispetto a 1
Calcoliamo prima il modulo di 
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                                                             (5)                                              
Nella nostra ipotesi diventa 
[image: image27.wmf]n

dB

K

j

G

w

w

w

log

40

log

20

)

(

-

=


Che espresso in dB diventa 
[image: image2.wmf]
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Questa significa che una decade prima di 
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 il nostro diagramma di Bode è una costante pari a 
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LA FASE sarà:
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                                                                                                                                         (5)
Nella nostra ipotesi si otterrà l’arcotangente di un numero molto piccolo e quindi pari a 0.

Questa significa che una decade prima di 
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 il nostro diagramma di Bode per la fase è 0°.
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 dal modulo della G(j)        (5) 
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Che espresso in dB diventa 
[image: image6.wmf]
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determina il valore del picco di risonanza, in particolare :
minore è il valore di maggiore è il picco di risonanza     come mostra la figura sotto riportata
LA FASE sarà sempre riferendosi alla (4) e nell’ipotesi fatta:
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Per cui i termini 
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   e   1               sono trascurabili rispetto a   
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Il secondo termine del modulo scompare essendo moltiplicato per (minore di 1)
Calcoliamo prima il modulo di 
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 dal modulo della G(j) (5) 
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Che espresso in dB diventa
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da cui, considerato il fattore quadratico, si otterrà:
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che introdurrà sul diagramma del modulo una pendenza di 40dB per ogni decade.

Per esempio se n = 10n
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                                                                                                       La retta scende di 40dB

Per esempio se n = 100n
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                                                                                          La retta scende di ulteriori 40dB
                                                                                          (80db)     
LA FASE sarà sempre riferendosi alla dalla (4):
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e nell’ipotesi fatta
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Ciò potrebbe sembrare errato poiché essendo la parte immaginaria quasi 0 e quella reale molto grande significherebbe trovare l’arcotangente di 0 che è 0.

Ma poiché si  tratta di fare l’arcotangente di un numero complesso con parte immaginaria molto piccola (ma non pari a 0) e parte reale molto grande e negativa si può osservare, anche graficamente, che il risultato è circa pari a -180°
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ESEMPIO:

Tracciare i diagrammi di Bode del modulo e della fase della f.d.t.:   
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                                                                                             dove
1. Risolvendo l’equazione di secondo grado del denominatore si trovano i poli della G(s).
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       I poli risultano complessi e coniugati
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2. Ricavati i poli  si determina la costante K di Bode ponendo s=0 e il valore 
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                              punto in cui avverrà l’intersezione con la retta di partenza del  grafico.    
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         ponendo s=0                           
3. Si calcola n e 
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4. Possiamo ora tracciare il diagramma del MODULO
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Questo significa che una decade prima di 
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 il nostro diagramma di Bode è una costante pari a -7,95 dB
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Per                     
In corrispondenza di  n   avremo un picco di risonanza che dipende dal valore di  
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Per                   prendendo in considerazione la decade dopo          ossia 10         si avrà
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Per la decade successiva si scende di altri 40dB e ottengo i due punti che mi consentono di tracciare la retta con pendenza -40dB/decade
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Per il diagramma della FASE
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Per      <<1 avremo che l’argomento dell’arcotangente è prossima a zero quindi la fase è nulla. 
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Per valori di pulsazione che tendono a       , l’argomento tende a       mentre il denominatore 
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tende a zero per cui           tende a        .    Appena si supera        l’argomento diventa 
[image: image76.wmf]dB

K

K

j

G

dB

46

)

6

(

40

2

log

20

log

20

2

log

20

)

(

-

=

-

-

=

-

=

=

z

z

w


[image: image77.wmf]n
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negativo per cui la fase continua a decrescere e se la pulsazione è molto maggiore di l’argomento tende a zero e la fase va a -      .
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Diagramma asintotico
OSSERVAZIONI 
Se i poli o gli zeri sono reali e distinti si associa una pendenza di – 20dB una volta segnati sulla carta semilogaritmica. 
Se invece i poli o gli zeri risultano reali e coincidenti si calcola n e si segna sulla carta logaritmica associando la relativa pendenza (-40db o +40db).
ESEMPIO (poli reali e distinti) :

Tracciare i diagrammi di Bode del modulo e della fase della f.d.t.:
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Si ricavano i poli (non ci sono zeri né poli nell’origine)  e la costante K di Bode ponendo s=0 e il valore 
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                    punto in cui avverrà l’intersezione con la retta di partenza del  grafico.                    

[image: image84.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

=

1

2

)

(

2

2

2

n

n

n

s

s

s

D

w

z

w

w


Si verifica se i poli e gli zeri sono reali e distinti o complessi e coniugati. Essendo reali e distinti si associa una pendenza di – 20dB una volta segnati sulla carta semilogaritmica.

DIAGRAMMA DEL MODULO
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DIAGRAMMA DELLA FASE
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La decade prima del 1° polo (0,01-0,1) fa assumere alla retta una pendenza di – 45° db/dec  Pertanto, la retta, parte da 0,01 con una pendenza di 45° fino ad incontrare la decade del 2° polo (nel valore 0,05). 
Da qui la retta assume una pendenza di – 45° . 
fino ad incrociare la decade del 1° polo (nel valore 1) con una inclinazione totale di 90°. 
Ora la retta dovrà assumere una pendenza di +45° (dovuta al 2°polo) e perciò assumerà una 
pendenza totale di -90°+45° = -45° fino a portarsi al valore 5 della decade del 2° polo. 

Da qui la retta assumerà una pendenza di +45°  
del 2° polo portandosi ad una pendenza totale di 0°.
ESEMPIO (poli reali e coincidenti) :

Tracciare i diagrammi di Bode del modulo e della fase della f.d.t.:
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                        .        
punto in cui avverrà l’intersezione con la retta di partenza del  grafico
Essendo i poli reali e coincidenti si calcola n e si segna sulla carta logaritmica associando la relativa pendenza (-40db o +40db).
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La G(s) nella forma di Bode diventa
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1. Possiamo ora tracciare il diagramma del MODULO
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 Per                     

Questo significa che una decade prima di 
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 il nostro diagramma di Bode è una costante pari a -40 dB

[image: image133.wmf]40

75

,

9

10

log

40

75

,

9

10

log

40

75

,

9

log

40

log

20

)

(

-

-

=

-

-

=

-

-

=

-

=

n

n

n

dB

K

j

G

w

w

w

w

w

[image: image134.wmf]05

,

0

6

,

0

10

)

(

2

+

+

=

s

s

s

G


Per                     
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Per                   prendendo in considerazione la decade dopo          ossia 10         si avrà

considerato il fattore quadratico
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Per la decade successiva si scende di altri 40dB e ottengo i due punti che mi consentono di tracciare la retta con pendenza -40dB/decade
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Per il diagramma della FASE
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Per      <<1 avremo che l’argomento dell’arcotangente è prossima a zero quindi la fase è nulla. 
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Per valori di pulsazione che tendono a       , l’argomento tende a       mentre il denominatore 
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tende a zero per cui           tende a        .    Appena si supera        l’argomento diventa 
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negativo per cui la fase continua a decrescere e se la pulsazione è molto maggiore di l’argomento tende a zero e la fase va a -      .
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Inclinazione  + 45°
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