                         APPUNTI DI SISTEMI : sistemi di secondo ordine             prof. Messina Antonio
Nel dominio della variabile complessa s (LAPLACE) tutti i sistemi di secondo ordine hanno due diverse forme di rappresentazione della funzione di trasferimento:

a) Forma generica                                                                             
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                                                                                     polinomio di II grado in s  

· A è una costante
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[image: image3.wmf]Essendo il polinomio di II grado il sistema a cui si riferisce è anch’esso di II grado.

b) Forma normale
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                                                                                        polinomio di II grado in s  

· K, guadagno statico, è il  valore che assume a regime il sistema se in ingresso vi è un gradino unitario

· 
[image: image4.wmf]n
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 è definita PULSAZIONE NATURALE del sistema, perché è la pulsazione con la quale oscillerebbe il sistema se non vi fosse nessun elemento a smorzare le oscillazioni

· 
[image: image5.wmf]z

 è definito coefficiente di smorzamento e tiene conto di tutti gli effetti dissipativi presenti nei vari sistemi ( attrito per sistemi meccanici, resistenza per sistemi elettrici , ecc.), esso ci indica come risponde un sistema di II ordine a seconda di quali valori assumerà tra 0 e infinito, in particolare:

1. 
[image: image6.wmf]z

=0  il sistema è oscillante e i poli immaginari puri, cioè parte reale nulla

2. 0<
[image: image7.wmf]z

<1 il sistema è sottosmorzato e i poli sono complessi e coniugati

3. 
[image: image8.wmf]z

=1 il sistema è a smorzamento critico e i poli sono reali e coincidenti

4. 
[image: image9.wmf]z

>1 il sistema è sovrasmorzato e i poli sono reali e distinti

E’ possibile passare dalla forma generica a quella normale e quindi conoscere il coefficiente di smorzamento e la pulsazione naturale.
Esempio

Data la f.d.t. di II ordine generica porla in forma normale e calcolare  e n n
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Si mette in evidenza 10 al denominatore e si semplifica
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Per cui confrontandola con il denominatore della forma normale 
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Si nota che:
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 2 n = 0,5n2 = 2,5   per cui  e   

K n2 = 10  per cui  il guadagno statico K  vale 4.

Per effettuare l’analisi della risposta a gradino al variare del coefficiente è necessario determinare i poli e gli zeri.

Si ricorda che:

· i valori di s che annullano il denominatore vengono definiti poli della funzione di trasferimento. Sono quindi le soluzioni del polinomio di II grado del denominatore.

· I valori di s che annullano il numeratore vengono definiti zeri della funzione di trasferimento. Sono quindi le soluzioni del polinomio in s al numeratore.

Esempio:
Un sistema ha la seguente funzione di trasferimento:
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determiniamo il guadagno statico, i poli e gli zeri.

1. Determinazione del guadagno statico

Il guadagno statico si determina ponendo s = 0 quando abbiamo il coefficiente di s2 pari a 1. In caso contrario si eseguono le operazioni necessarie (di divisione) per renderlo tale.

                                                        K =  300

2. Determinazione degli zeri

Risolviamo la seguente equazione presente al numeratore:
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                                                                                       Z =  -3
3. Determinazione dei poli

Risolviamo la seguente equazione di secondo grado presente al denominatore:
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si ricorda che
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per cui:
[image: image40.wmf]2

4

10

10

2

2

,

1

-

±

-

=

P

[image: image41.wmf]1

2

2

,

1

-

×

±

×

-

=

z

w

w

z

n

n

p

[image: image42.wmf]n

n

n

n

n

p

w

w

w

z

w

w

z

-

=

-

±

-

=

-

×

±

×

-

=

1

1

1

2

2

2

,

1


[image: image43.wmf]5
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Per determinare la mappa poli – zeri della f.d.t. in esame si  utilizzano le seguenti istruzioni di Mat-lab
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num=[1 3];

den=[1 10 1];

g=tf(num,den)

g1=100*g
pzmap(g1)

Vediamo ora come il coefficiente di smorzamento  influenza la risposta al gradino.

Esempio:
Determinazione dei poli

Risolviamo la seguente equazione di secondo grado:
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           (denominatore f.d.t. naturale)
Applicando la nota formula per la soluzione di un’equazione di secondo grado si ottengono i due poli


[image: image11.wmf]2

4

4

2

2

2

2

2

,

1

n

n

n

p

w

z

w

w

z

×

-

×

×

±

×

×

-

=


da cui mettendo in evidenza 
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 e portando tale termine fuori dalla radice si ottiene:
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dividendo per 2 numeratore e denominatore si ottiene:
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Analisi dei casi al variare del coefficiente di smorzamento 
1. caso    
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=

z


L’espressione dei due poli diventa:
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cioè i  due poli diventano immaginari puri (non essendoci la parte reale) e la risposta al gradino si definisce oscillante
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poli immaginari puri 
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2. caso 
[image: image17.wmf]1

0

<

<

z


L’espressione dei poli diventa:
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, essendo 
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 sotto la radice avremo un numero negativo , possiamo alloro mettere in evidenza il segno -, ottenendo:
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ricordando che 
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 I poli sono cioè complessi e coniugati e la risposta al gradino si definisce sottosmorzata
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3. Caso 
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I poli diventano:
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i poli diventano perciò reali (non compare j) e coincidenti, la risposta si definisce a smorzamento critico, perché è la più veloce tra le risposte prive di oscillazioni
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4. 
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L’espressione dei poli resta: 
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, i poli sono perciò reali e distinti la risposta al gradino viene definita sovrasmorzata, in quanto il coefficiente di smorzamento è così elevato da annullare le oscillazioni
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Confronto tra le varie risposte al gradino
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Per realizzare i grafici con Mat-Lab si segueno le istruzioni seguenti:

Esempio

La funzione di trasferimento è:
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Si scrive sulla finestra di lavoro di Mat-Lab :

num=[100];                 polinomio al numeratore

den=[1 2 5];                coefficienti al denominatore

g=tf(num,den)          ’g’ è il nome che si da alla funzione di trasferimento 

step(g)                       ci fornisce la risposta al gradino del sistema   
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il grafico risultante è: 

Se si vuole mappa poli-zeri l’ istruzione da aggiungere è:     pzmap(g)
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num=100;

den=[1 2 5 ];

g=tf(num,den)

pzmap(g)
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� EMBED Equation.3  ���





Mappa poli – zeri : i due poli sono posizionati sull’asse immaginario





Risposta oscillante: le oscillazioni rimangono di ampiezza costante, è un caso ideale in quanto presuppone nulli gli effetti dissipativi





Risposta sottosmorzata : le oscillazioni si smorzano gradualmente





Mappa poli-zeri : i poli sono complessi e coniugati sono posizionati sul piano di Gauss
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Mappa poli - zeri: i poli sono reali e coincidenti e giacciono sul semiasse negativo dell’asse reale.





Risposta a smorzamento critico: 


l’andamento è aperiodico. Il sistema si porta a regime in un tempo inferiore rispetto ai sistemi con >1
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